Studium tlumených a netlumených kmitů 


Úkol měření:


Ověřte platnost rovnic harmonických tlumených i netlumených kmitů pro soustavu složenou z pružiny a závaží


Odvoďte pohybovou rovnici pro fyzikální a torzní kyvadlo


Uveďte příklad jiných kmitavých fyzikálních soustav





Teoretický rozbor:


	Budeme uvažovat pružinu z velmi tenkého a přitom kvalitního drátu (nedochází u ní při smršťování a natahování k přeměně potenciální energie na teplo) o určité tuhosti k. Podle Hookeova zákona je síla Fp, potřebná k prodloužení této pružiny o vzdálenost Dl, rovna: � VLOŽIT Equation.2  ���. Síla, kterou působí takto protažená pružina na těleso, které je na ní zavěšené, je podle Newtonova zákona stejně velká, ale opačné orientace.


	Zavěsíme na pružinu hmotný bod o hmotnosti m a zanedbáme odpor prostředí při ohybu. Prodloužení pružiny v rovnovážném stavu označíme l0. Potom tíha mg musí být v rovnováze se silou, vyvolanou napětím pružiny: � VLOŽIT Equation.2  ���.  (1.1)


	Protáhneme pružinu o Dl. Celková síla působící na hmotný bod bude nyní rovna součtu tíhy a celkové pružné síly. Tedy � VLOŽIT Equation.2  ���. Pokud využijeme vztahu (1.1), můžeme napsat: � VLOŽIT Equation.2  ���.


Pro jednodušší zápis označíme � VLOŽIT Equation.2  ���výchylku hmotného bodu z rovnovážné polohy. Pro zrychlení potom dostaneme výraz � VLOŽIT Equation.2  ��� , takže můžeme napsat pohybovou rovnici (2. Newtonův zákon) : � VLOŽIT Equation.2  ���. Po úpravě dostaneme: � VLOŽIT Equation.2  ���.


	V našem případě se však jedná o tlumený lineární harmonický oscilátor, proto musíme do pohybové rovnice zahrnout také tlumící sílu soustavy, která má velikost úměrnou velikosti rychlosti a míří vždy proti směru rychlosti : � VLOŽIT Equation.2  ���. Označme koeficienty � VLOŽIT Equation.2  ��� , � VLOŽIT Equation.2  ��� a můžeme pohybovou rovnici napsat ve tvaru : � VLOŽIT Equation.2  ���	(1.2),


kde veličinu d nazveme konstantou tlumení a w0 je vlastní úhlová frekvence soustavy (m je hmotnost závaží). Tato rovnice je z matematického hlediska homogenní lineární diferenciální rovnicí druhého řádu s konstantními koeficienty, jejíž charakteristická rovnice má tvar � VLOŽIT Equation.2  ��� a její řešení je : � VLOŽIT Equation.2  ���. V tomto případě se nejedná o případ kriticky tlumeného nebo přetlumeného oscilátoru, a tak připouštíme pro tento diskriminant možnost, že w0 > d. Tím dostáváme dva komplexně sdružené kořeny :� VLOŽIT Equation.2  ���. Obecné řešení rovnice (1.2) je pro tento případ : � VLOŽIT Equation.2  ���, kde C1 a C2 jsou integrační konstanty, d je tlumení. Podle Eulerových vztahů můžeme rovnici přepsat do tvaru � VLOŽIT Equation.2  ���	(1.3),


kde U je maximální výchylka (amplituda), d tlumení, w0 úhlová frekvence soustavy a j je fázová konstanta. Řešení (1.3) je možno interpretovat jako řešení netlumeného harmonického oscilátoru, jehož amplituda exponenciálně klesá s časem. Z matematického hlediska řešení rovnice (1.3) nevyhovuje definici periodické funkce, ale některé periodické vlastnosti má :


	1. Průchod rovnovážnou polohou. Nastává vždy, když je sin(wt+j)=0. Tento případ nastane pro násobky p tj. vždy po polovině periody.


	2. Časové okamžiky extrémů výchylky u. Tyto extrémy zjistíme zderivováním výchylky podle času a položením této derivace nule : � VLOŽIT Equation.2  ���. Po úpravě dostaneme � VLOŽIT Equation.2  ���, odkud � VLOŽIT Equation.2  ���, kde i = 1, 2, 3, ... . Tato rovnost opět platí pro násobky p. Tímto jsem nalezl odlehlost dvou sousedních extrémů (maxima a minima). Časová odlehlost dvou stejných extrému je rovna 2p tj. periodě kmitů.


	3. Místo dotyku funkce s obálkou. Funkce se pro tlumený harmonický oscilátor nedotýká své obálky v extrému, ale je zde určitý časový posuv. Pro d = 0 tj. pro netlumené harmonické kmity je obálkou funkce přímka (konstantní funkce).


	Porovnám ještě velikost výchylky ve dvou časových okamžicích (vzdálených od sebe o jednu periodu) :� VLOŽIT Equation.2  ���		(1.4),


kde b je bezrozměrná veličina udávající útlum, t je čas, T je perioda a j je fázová konstanta. Konstanta tlumení je potom : � VLOŽIT Equation.2  ��� [rad.s-1].


	Znalost w a d spolu s integračními konstantami plně určují vlastnosti tlumeného lineárního harmonického oscilátoru.


Naměřené a vypočtené hodnoty:


zjištění úhlové frekvence kmitů pružin � VLOŽIT Equation.2  ��� [rad.s-1], kde T je perioda, kterou vypočteme jako podíl času a počtu kmitů.


Číslo pružiny [-]�
Hmotnost závaží [g]�
Počet kmitů [-]�
Čas [s]�
w [rad.s-1]�
�
1�
59,0�
10�
11,5�
5,464�
�
2�
129,5�
10�
8,6�
7,306�
�
3�
98,0�
10�
7,5�
8,378�
�
3�
129,5�
10�
9,3�
6,756�
�



závislost w0 na amplitudě kmitů (měření provedeno s pružinou č.3)	


Amplituda [cm]�
Počet kmitů [-]�
Čas [s]�
w0 [rad.s-1]�
�
Závislost w0 na amplitudě kmitů je podle �
�
2�
10�
7,3�
8,607�
�
teoretických předpokladů konstantní, �
�
4�
10�
8,2�
7,662�
�
poněvadž časová vzdálenost průchodů�
�
6�
10�
8,2�
7,662�
�
rovnovážnou polohou je nezávislá na�
�
8�
10�
7,9�
7,953�
�
velikosti výchylky soustavy viz. teoretický �
�
10�
10�
7,2�
8,727�
�
rozbor.�
�
12�
10�
8,0�
7,854�
�
�
�
Aritmetický průměr úhlového kmitočtu je 8,078� VLOŽIT Equation.2  ���0,193 rad.s-1 (viz. graf).


závislost w0 na hmotnosti závaží (měření provedeno s pružinou č.3)


Úhlová frekvence se opět vypočte podle vztahu � VLOŽIT Equation.2  ��� [rad.s-1].


Hmotnost závaží m [g]�
Počet kmitů [-]�
Čas [s]�
w0 [rad.s-1]�
�
98,0�
10�
7,9�
7,953�
�
59,0�
10�
6,6�
9,520�
�
80,0�
10�
7,4�
8,491�
�
129,5�
10�
9,3�
6,756�
�
Můj předpoklad je, že w0 bude se klesat v závislosti � VLOŽIT Equation.2  ���, kde m je hmotnost závaží.


závislost amplitudy kmitů pružiny na čase (měření provedeno s pružinou č.3 a hmotností závaží 129,5g)


Tato závislost je odvozena v teoretickém rozboru. Bude to s časem klesající exponenciální průběh.


Číslo měření x�
1�
2�
3�
4�
5�
�
Čas tx [s]�
0�
40�
80�
160�
285�
�
Amplituda ux [cm]�
18,0�
14,5�
12,0�
9,0�
7,0�
�



stanovení konstanty tlumení


Ke stanovení této konstanty jsem použil hodnot ze závislosti amplitudy na čase. V teoretickém rozboru jsem odvodil poměr dvou amplitud vzdálených od sebe o jednu periodu, a tím určil také tlumení soustavy. Zde ovšem neznám velikosti výchylek bezprostředně za sebou po jedné periodě, a proto jsem vztahy musel upravit.


� VLOŽIT Equation.2  ���, T je perioda kmitů (v tomto případě je to 0,93s). Poměr dvou výchylek vzdálených od sebe o nT je : � VLOŽIT Equation.2  ���, kde b je útlumový koeficient a n mohu definovat vztahem : � VLOŽIT Equation.2  ��� ,(T je perioda a t je čas). Konstantu tlumení dostanu ze vztahu � VLOŽIT Equation.2  ���, kde (ux je


x-tá změřená výchylka, tx je x-tý změřený čas, T je perioda). Podle tohoto vztahu jsem vypočetl tyto hodnoty konstanty tlumení: 


Číslo konstanty x�
1�
2�
3�
4�
�
Tlumení dx [rad.s-1]�
5,406.10-3�
4,731.10-3�
2,920.10-3�
2,443.10-3�
�
Dále jsem vypočítal jejich aritmetický průměr a kvadratickou odchylku od tohoto průměru.


� VLOŽIT Equation.2  ��� � VLOŽIT Equation.2  ��� .


Konstanta tlumení je tedy d = (3,875� VLOŽIT Equation.2  ���0,7).10-3 rad.s-1.


Odvození pohybových rovnic pro fyzické a torzní kyvadlo:


	Za fyzické kyvadlo považujeme jakékoliv těleso zavěšené v tíhovém poli otáčivě kolem vodorovné osy, která neprochází těžištěm. Vychýlíme-li kyvadlo z rovnovážné polohy, uplatní se moment tíhové síly M, který se snaží vrátit kyvadlo do rovnovážné polohy. Platí : � VLOŽIT Equation.2  ���, kde m je hmotnost zavěšeného tělesa, g je gravitační zrychlení, a je vzdálenost těžiště tělesa od osy  a a je výchylka kyvadla. Znaménko mínus vystihuje opačnou orientaci momentu síly vůči výchylce a. Odtud můžeme dosadit do pohybové rovnice pro otáčivý pohyb : � VLOŽIT Equation.2  ���, kde J je moment setrvačnosti. Pro výchylku menší než 6° přechází tato rovnice na diferenciální rovnici druhého řádu s konstantními koeficienty � VLOŽIT Equation.2  ���, jejíž obecné řešení lze vyjádřit ve tvaru: � VLOŽIT Equation.2  ���, kde j je počáteční fáze a a0 je amplituda úhlové výchylky.


	Dalším příkladem kyvadla je torzní kyvadlo. Využívá momentu, který vyniká při zkroucení tyče určité délky l. Celkový moment  sil účinkujících na celém průřezu tyče je � VLOŽIT Equation.2  ���, kde G je modul pružnosti ve smyku, j je úhel zkroucení tyče, R je poloměr tyče a l délka tyče. Torzní kyvadlo lze realizovat svisle upevněnou strunou, na které je upevněno těleso o známém momentu setrvačnosti např. kruhový disk. Zkroutíme-li toto kyvadlo o úhel j, tak se moment síly snaží vrátit soustavu do rovnovážné polohy. Použitím uvedeného vztahu pro celkový moment M v pohybové rovnici pro otáčivý pohyb dostáváme pohybovou rovnici torzního kyvadla : � VLOŽIT Equation.2  ���. Obecné řešení této rovnice je obdobné jako u fyzického kyvadla : � VLOŽIT Equation.2  ���, kde j0 je amplituda výchylky, j1 je počáteční fáze.


Kontrolní otázky:


1. Jak se změní pohyb soustavy, umístíme-li ji do výšky 10 km nad zemský povrch?


	Hmotnost zavěšeného závaží bude menší, a tak soustava bude kmitat s větší úhlovou frekvencí.


2. Bude naše soustava kmitat ve stavu bez tíže?


	Po vychýlení pružiny z rovnovážného stavu se pružina bude snažit vlivem své tuhosti vrátit do původního rovnovážného stavu. Odhaduji, že se tak stane velmi rychle a bez překmitnutí.


3. Odtrhne-li se závaží od pružiny bude padat volným pádem. Určete, na jaké vzdálenosti se ustálí jeho rychlost.


	Při volném pádu by se závaží teoreticky pohybovalo se stálým zrychlením, ale v tomto případě by na závaží působila určitá brzdící síla (je zde tlumení prostředí), a tak by se těleso ustálilo na určité rychlosti, za předpokladu, že gravitační zrychlení je pořád stejné.


Závěr:


	Měřením jsme sledovali harmonické kmity při různé amplitudě hmotnosti a tvaru závaží. Zjistili jsme, že doba kyvu nezáleží na amplitudě, ale na hmotnosti závaží. S rostoucí hmotností roste doba kyvu. Amplituda kmitů se s časem zmenšuje, až úplně zanikne. Je to dáno tlumením okolního prostředí. Čím je tlumení větší, tím menší je úhlová frekvence. To jsme zjistili zavěšením kusu papíru na závaží tak, aby co nejlépe tlumilo. Bohužel se nám již nepodařilo změřit rozdíl mezi oběma hodnotami tlumení z časových důvodů. Odhaduji, že se hodnota tlumení zvětšila alespoň dvakrát (při velkém kusu papíru).


	Pro jednu pružinu se závažím o hmotnosti m = 129,5 g jsme stanovili úhlovou frekvenci w0 a konstantu tlumení d (w0 = 6,756 rad.s-1 , d = 0,003875� VLOŽIT Equation.2  ���0,0007093 rad.s-1).


	Dalším příkladem kmitavé soustavy může být elektrický RCL obvod nebo např. plovák na hladině, který kmitá nahoru a dolů, dále pak všechna kyvadla (fyzické, torzní, reversní).





David Ryšánek


Fyzika II


Datum měření: 9.4. 1997
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