‘ Transformace diferencialnich vyrazua
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I. Nové proménné pomoci starych

fay),  u=u(wy), v=o(y)]

PouZijeme vétu o derivaci slozené funkce pro f(z,y) =
g(u(z,y),v(z,y)), spotteme staré proménné:
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y =y(u,v)
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Véta. Jacobiho matice inverznich vektorovych funkci jsou
k sobé inverzni. (Pro reguldrni, tj. s nenulovym determinan-
tem Jacobiho matice.)
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Poznamka. Je to zobecnéni véty o derivaci inverzni funkce
jedné proménné.

4. Pouzijeme vétu o derivaci slozené funkce pro f, parci-
alni derivace novych proménnych podle starych spocitame

invertovanim Jacobiho matice inverzni transformace.
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II. Staré proménné pomoci novych

‘f(way)v .I‘Z.I‘(UJ)), y:y(u,v)‘

1. Pfepoditame u = u(z,y), v = v(x,y) a pouzijeme L

X

%z ] 0,
Prlklad.xa—i—ya—i,x:uv,y:v:u:?v:y

2. Pouzijeme vétu o derivaci sloZené funkce pro g(u,v) =
f(:c(u, v),y(u, v)), spoditame parcidlni derivace f:
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Priklad. x% —yg—i, T =uv, y =u:
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3. Pouzijeme vétu o derivaci slozené funkce pro f, parci-
alni derivace novych proménnych podle starych spocitame
z derivaci transformacnich rovnic.

Priklad. x%—yg—i,x:uv,y:v

derivacemi transformacnich rovnic dostaneme:
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Priklad. /1 — 2% 24 + 9L =0, 2 = sinu, y = v
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‘Lokélni extrémy funkci vice proménn}'rch‘

fmava

lokdlni minimum: f(x) > f(a) na nékterém P(a)

lokdlni mazimum: f(x) < f(a) na nékterém P(a)

lokdlni extrém: lokdlni minimum nebo lokdlni maximum
ostry lokalni extrém (maximum, minimum): ostrd nerovnost

Priklady.

1) f(z,y) = V2% + y%2 ma v (0,0) ostré lokdlni minimum.
2) f(x,y) = 2%y®> ma v (0,0) lokalni minimum (neostré).
3) f(x,y) = zy nema v (0,0) lokalni extrém.

Poznamka. Funkce f ma v a (ostré) lokalni minimum pravé
tehdy, kdyZ funkce — f mé v a (ostré) lokdlni maximum.

Véta. Necht f mé v a lokélni extrém, h € R™. Pak fy(a)
je bud nulové nebo neexistuje.

Dikaz. o(t) = f(a+ th)
f ma v a lokalni extrém ... ¢ ma v 0 lokalni extrém
[n(a) existuje ... ¢'(0) = f;(a) existuje, je nulova

Definice. Bod a nazyvame staciondrnim bodem funkce f,
jestlize vSechny parcialni derivace f jsou v a nulové.

druby diferencial: d2f(a)(h) = 3°" ., =2L—(a) hih;

i,j:l BIZ 6I]'

Definice. Rekneme, ze d?f(a) je

pozitivné definitni, pokud df(a)(h) > 0 pro kazdy h # 0;
negativné definitni, pokud d%f(a)(h) < 0 pro kazdy h # 0;
indefinitni, pokud existuji h, k tak, ze df(a)(h) < 0 <
d*f (a) (k).

P¥iklad. Uréete lokalni extrémy f(x,y) = 322 — 62y — 2y5.
f € C?(R?), lokélni extrémy jsou ve stacionarnich bodech
L —6x—6y=0,5L =—60-62=0

staciondrni body: (0,0), (—1,—1)

&?f (z,y)(h1, ha) = 6hF — 12h1ho — 12yh3

dzf(070)(h1,h2) = 6h% - 12h1h2 = 6[(h1 - h2>2 - hg] je
indefinitni

A2 (—1, —1)(hy, ho) = 6h% — 12h1hy + 1202 = 6[(hy — ha)? +
h3] je pozitivné definitni

Funkce f ma ostré lokdlni minimum f(—1,—-1) = —1.

Hessova matice funkce f v bodé a:

@) - ()
gid—@) - 2l
Oznacéme
() 724 (a)
Dy, = det : . :
sh=(a) - Zh(a)

Vé&ta (Sylvestrovo kritérium). Necht f je tridy C2.

1) d*f(a) je pozitivné definitni pravé kdyz Dy > 0 pro
vSechna k =1,...,n.

2) d?f(a) je negativné definitni pravé kdyz (—1)*Dj, > 0 pro
vsechna k =1,...,n.

3) Pokud D,, # 0 a pokud nenastala ani jedna z predeslych
moznosti, pak je d*f(a) indefinitni.

Priklady. (v R?)

1) h? + 2h3 + 5h% je pozitivné definitni

2) —2h? — h% — 4h3 je negativné definitni

3) h? + 2h% — h3 je indefinitni: (1,1,0) — 3, (0,0,1) — —1
4) h? + h3 > 0 neni nic z vySe uvedeného: (0,0,1) — 0
(pozitivné semidefinitni)

Véta. Necht f je tfidy C? na oteviené mnoziné G, a € G
je stacionarni bod f. Pak plati:

(1) Je-li d%f(a) pozitivné definitni, pak f ma v a ostré Io-
kalni minimum.

(2) Je-li d%f(a) negativné definitni, pak f m4 v a ostré lo-
kalni maximum.

(3) Je-lIi d*f(a) indefinitni, pak f nem4 v a lokalni extrém.

Dtikaz (néznak). podle Taylorovy véty existuje ¢ € (0,1):
f(a+ h) = f(a) +df(a)(h) + L df(a + th) () =

— f(a)+ Ld%f(a+ th)(h)

1) spojité 2. derivace ... spojity 2. diferencidl ... pozitivné
definitni v okoli U(a) ... pro a+h € P(a) je f(a+h) > f(a)
2) podobné

3) d*f(a)(h) < 0 < d*f(a)(k), ve sméru h je je ostré lo-
kalni maximum, ve sméru k ostré lokalni minimum ... neni
lokalni extrém

Poznamka. V R je d?f(a)(h) = f”(a)h?, definitnost je
urcena znaménkem.

z,y) = 2%y?> ma v (0,0) (neostré) lokalni minimum.
,y) = 23 + 3 nemd v (0,0) lokaln{ extrém.
,y) = 2 + y* ma v (0,0) ostré lokdlni minimum.

Priklad. f(z,y) = 322 — 6xy — 2y3 (viz vyse).

Hessova matice:
6 —6
—6 —12y

ve stacionarnich bodech

6 —6
(0,0)2 (—6 0 >7 D1=6, D2=—36

(—=1,-1): (_66 IS) Dy =6, Dy=36
Priklad. f(z,y,2) =2y — 22 — y? — %22 + 32z — 23,

gradient (3z — 322,2 — 2y, —2 — 2 + 31)
Hessova matice:

—6xz 0 3

0 -2 0

3 0 -1
ve stacionarnich bodech
-6 0 3

(1,1,1): 0 -2 0 7.D1:—6, D2:12, D3:6
3 0 -1
-12 0 3
(2, 1,4)2 0 -2 0 y D1 = —12, D2 = 24, D3 =—6

3 0 -1

ostré lokdlni maximum f(2,1,4) =1



‘ Vazané extrémy ‘

f(x), GCR", M: ¢g1(x) =0, ... (vazby)
I. SniZeni poétu proménnych

1. Vyjadfeni nékterych proménnych jako funkce jinych (fe-
Seni vazeb).

Priklad. f(z,y) =y — 22, M: 2z —y =0
y=2x

9(z) =
g9(1) =
f(1,2

f(w,22) = 20 — a?

1 ostré lokalni maximum

=1 ostré lokalni maximum vzhledem k M

2. Vyjadfeni nékterych proménnych jako funkce novych (pa-
rametrizace).

Priklad. f(z,y) =2 +y+1, M: 22 + 20 +4%> =0

M: (x +1)? + y? = 1, kruznice: stied (—1,0), polomér 1
M: x=—1+cost, y =sint, t € (0,27)

(t) = f(—1+ cost,sint) = cost + sint

g(—1 4+ v/2/2) = /2 ostré lokalni maximum

g(—1+ V2 2/2) = —v/2 ostré lokalni minimum

f(=1+ \/_/2 \/_/2) V2 ostré lok. max. vzhledem k M
f(=1- \/_/2 —\/_/2) —+/2 ostré lok. min. vzhledem k M

<

Poznamka. Prvni postup je zvlaStnim pfipadem druhého.

Priklad. f(z,y) =x+y+1, M: g(x,y) =22 +22+y> =0
gradg(z,y) = 2z +1,2y) =0 v (—3,0) ¢ M
F(r,y) =z +y+1-\a?+ 22 +1y?)

oL, 1-A2z+2)=0
OF . —
9. 1-X-2y=0

22 4+224+9y2=0

(z1,51) = (=1 +v2/2,v2/2), M = v2/2
(2, 42) = (=1 = v2/2,=v2/2), Ao = —V/2/2
d?f(xi,y:)(h) = 0 extrémy neurci
&F (2, y)(h) = —2\h2 — 2\h:
f(z1,y1) = V2 ostré lokdlni maximum vzhledem k M

f(z2,y2) = —V/2 ostré lokalni minimum vzhledem k M

Poznamka. Definitnost d?f (d?F) staci vySetfovat na tec-
ném prostoru, tj. pro vektory h splnujici

h-gradg;(a) =0, grad g;(a) hy

h-gradg,(a) =0, grad gp(a) hp

(rovnice jsou podle podminky linedrné nezavislé).

II. Lagrangeova metoda multiplikatoru

Predpoklady: G C R™ oteviend, f € C1(G),
M:gi(x)=0,...9,(x)=0,p<mn, g1...9 € CHQ),
grad g1(x), . ..grad g,(x) jsou linedrné nezdvislé na M:

991 991
Ox1 "' Oxp
hod S =p
99p 99p
Ox1 ' Oxnp

(grad g;(x) je normélovy vektor nadplochy dané rovnici
gi(x) = 0 v x, tj. tyto nadplochy se protinaji v utvaru di-
menze n — p).

Princip: f ,neroste” po M, tj. grad f je kolmy k M, tj. grad f
je linearni kombinaci normal nadploch, tj. pro ,stacionarni®
bod a plati

grad f(a) = Mgi(a) + -+ Apgp(a) .

Postup: F(x) = f(x) — A1g1(x) — - — Apgp(x)
Grr(x) =0 g1(x) =0
G-(x)=0 gp(x) =0

7 =+ p TOVNIC PIo Z1,...,Tn, A1, ... Ap da staciondrni body.

Misto d?f je G¢innéjsi vysetiovat d2F.

Priklad. f(z,

grad gi(z,y,2) \ _ 110Y)_ 3
d(gradgg(x,y,z)>_h0d<0 L1 )=2#0 vR

y,z) =wxyz, M:x+y—1=0,y+2=0.

Flz,y,2) = wyz = Mz +y —1) — ply + 2)

%—i: yz—A=0
%—5: zz—A—pu=20
88—1:: zy—pu=20
r+y—1=0

y+z2=0

(T1,91,21) = (1,0,0), Ay = 1 =0
(22,2, 22) = (3, % —2), Ao =—5,m =3
d?f(z,y, z)(h) = 2zh1he + 2yhihs + 2zhohs

1) d2f(1,0,0)(h) = 2hzhs3 je indefinitni (neni to 1. e. v R3)

110
(011>~h—0 —

d?f(1,0,0)(h1, —h1,h1) = —2h? je negativné definitni v h;
£(1,0,0) = 0 je vazané ostré lokalni maximum

2) d2f(1 2, —2y(h) = —%hyhy + $hihs — 2hohy
d?f(%,2,—2)(h1, —h1, h1) = 2R3 je pozitivné definitni v hy

f(%v%v_é) ==

hy =—hy, hz3=h

> je vazané ostré lokalni minimum



| Maximum a minimum funkce

absolutni/globélni extrémy

Véta. Spojita funkce na omezené uzaviené mnoziné nabyva
svého maxima i minima.

Postup:
1) Lokalni extrémy uvnitf.
2) Vazané extrémy na hranici.

Priklad. f(z,y) = 224+y?—6x—4y+11, M: 22 +y*>—4x < 5
1) Lokalni extrémy uvnit:

%: 20 —6=0
of . _

stacionarni bod (3,2) € M, f(3,2) = —2
2) Vazané extrémy na hranici:
F(z,y) =22+ 9% — 6x — 4y + 11 — A\(2® + y? — 42 — 5)

or. 20 —6—\2x —4) =0
o 20 —6—\2x —4)=0

2+ -4 —-5=0

f(2+3/v5,6/v/5) =12 —6v5 = —14
f(2-3/v5,-6/v5) =12+ 65 = 25,4
maxys [ = f(2— 3/\/5 —6/+/5) = 12+ 6/5,
miny f = f(3,2) = —

Priklad. Urcete lokdlni extrémy funkce y(x) dané impli-
citné rovnici 2 + y? = 1.

Flr,y)=22+4y*-1=0

or %y (2,y) = 2y je nenulové pro y # 0.

der1vac1 rovnice 22 + y?(x) — 1 = 0 podle z dostaneme

20+ 2y(2)y'(2) =0,  y(2) =35

stacionarni body (0, 1), (0, —1)
druhou derivaci rovnice podle = dostaneme (y’(x) = 0)

2+ 2y (x) + 2y(2) y"(z) = 0,

(0,1): y (0) = —1/2 < 0, ostré lokdlni maximum
(0, — ) 7(0) = 1/2 > 0, ostré lokdlni minimum

y'(@) = 5t

Vé&ta. Necht F(x,y) je funkce tiidy C' v okoli (a,b),
F(a,b) =0 a 8F(a, b) # 0. Pak existuje okoli U bodu a

afunkcefECl( ) tak, ze f(a) = b, F(x, f(x)) =0naU
a

wad ) =~ (5

Poznamka. grad F(x,y) je normélovy vektor nadplochy
dané rovnici F(x,y) = 0, tj. grafu implicitné zadané funkce.
Specidlné pro z = f(z,y) a F(z,y,2) = f(z,y) — 2 je

grad I’ = (%, ‘3—{/, —1) = (grad f,—1)

‘Funkce zadané implicitné

F(x,y):0—>y:f<x)

Priiklady.

1) 22 + 3% — 1 = 0: kruznice, pro z € (—1,1) je
y(z) =vV1—2a2? yo(x) = —v1— 22

2) 22 +y?+1=0:0

3) (x —1)% + (y+3)2 = 0: bod (1,-3)

4) |zy| — zy = 0: (0,00)% U (—00,0)?

Véta. Necht F(z,y) je funkce tiidy C* v okoli (a,b),
F(a,b) = 0 a % ; (@,b) # 0. Pak existuje okoli U bodu a

afunkcefGC’l( ) tak, ze f(a) = b, F(z, f(z)) =0 naU
a

Poznamka. Je-li 4E(a,b) # 0, pak @ = g(y) v okoli b.

Ditkaz (druhé ¢ésti). Derivaci F(z, f(z)) = 0 podle x

dostaneme
O (3, f(a)) + % (a, f(2)) - f'(x) = 0.

Poznamka. Derivace vyssich fadt (je-li F' patfi¢né t¥idy
C*) dostaneme dal$im derivovanim, napiiklad:

62F oF en _
+8m8yf +(8$8y+8$8yf)f + ny_O

Véta. Necht F(x,y), G(x,y) (y € R?) jsou funkce tridy C*
v okoli (a, b), F(a,b) = G(a,b) =0 a

oF
det ( y; (3.6) 5,5(a.b) ) £0.

gﬁ (a, b) gTGz(a b)
Pak existuje okoli U bodu a a funkce f,g € C*(U) tak, ze

(f(a).g9(a)) = b a F(x, f(x),9(x)) = G(x, f(x),9(x)) =0

na U

Priklad. Ovéite, ze rovnice z+y—u—v = 0, ux+vy—2 =10
v okoli bodu (1,—1,1,—1) definuji funkce u = u(x,y), v =
v(z,y) v okoli bodu (1, —1). Urcete grad u(1, —1).

Funkce F(z,y,u,v) = x+y—u—v, G(z,y,u,v) = ux+vy—2
jsou t¥idy C'(R*), bod (1, 1,1, —1) vyhovuje podminkam,

or or 1 -1
ou  Ov _ -4 = o
det(E %>—det< z )—x Y
ou  Ov
je v bodé (1,—1,1,—1) nenulovy.
Parcialnimi derivacemi rovnic podle x,y dostaneme

2. —gu_Sv_ u1 1) P(-1,1)=1
g—;x+u+3—”y=0 gu(-1,1) - 2v(-1,1) = -1

o . ou ou v _

Z. —@——m =0 24(-1,1)+2(-1,1)=1
8yachanyrv—o gu(-1,1)— 22(-1,1) =1

~—

vyFesenim: grad u(l, —1) = (0,1



