Ciselné Fady

RU{:l:OO}:_R*
CU{x}=C
a1+ ag+ - an =0 ax

Definice. Necht (ax)$2; je posloupnost &isel. (Nekonecnd
¢iselnd) tada je vyraz

al—l—ag—l—ag—l—---:Zak.

Cislo ay se nazyva k-t clen této fady.

Poznamka. Obecnéji:
e, ae,ne€N, neZ
. v o0
> kenm Gk, M je mnozina: Y 7 ar = Y, oy Gk

Definice. Pro kazdé n € N nazyvame s, = >.}_; ar n-ty
castecny soucet fady ZZOZI ay. Pokud existuje lim,, o s, =
s, pak ji nazyvame souctem fady a piSeme s = Y ;o ay.
Rekneme, 7e fada:

konverguge, je-li s € C;

diverguge, je-li s € {£o00,00};

osciluje, pokud lim,, ... s, neexistuje.

Definice. Geometricka Tada s kvocientem q:

o0
_ Z ag" 1.
k=1

a+aq+ag® +ag® +---

Soucty
57L:a(1+q_|'"'+qnil)
gsn=a( q+-+¢""+q")
(1—¢q)sn=a(l—q")
. T, g A1
=
na, qg=1
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lgl <1

|gl > 1 nebo g=1,

neex., [¢|=1, ¢#1

(e’ >1
qk—l { q= 1, v IR

Pt neex., ¢q < —1
{ v C

43 _ o

Piiklad. 3,7, 5 = 12473

Priklad. Y00, piy = st i bt =
= 2t — 7)) = lmaeso(1-3) = 1.

Priiklady.
1) Y opo 1 diverguje: s, = n, limy, o0 85, = +00.
2) Y (-l =1 1411+
n sudé, s, = 0 pro n liché.

3 S, 2t = bk

osciluje: s, = 1 pro

= lim,_oo(1 —27") = 1

konverguje.
4) > (1) k=1-243-4+5-6+--- osciluje v R,
diverguje v C: sg,,—1 = n, S3, = —n.

Poznamka. ,Lepsi“ s¢itani je lim,_ o0 & - > 41 Sn, Pro pii-
klad 2) d4 soucet %.

Definice. Aritmetickd Tada s diferenct d:
+(atd)+(a+2d)+(a+3d)+---=> (a+(k—1)d).
k=1
Soucty

dav=artas+-Fan1+an

k=1
=L(a1+an) + (a2 +an—1) + -+ 2(an +a1)
:% (a1+an)7
400, d>0nebod=0, a>0,
Zak: —00, d<0Onebod=0, a<0,

0, d=0,a=0.

Priklad. >, _ k=1+2+ - +n=In(n+1).

Véta. Jestlize Y poy ak, > pey b konverguji, ¢ € C, pak

o0 o0 oo
Z(ak—Fbk) = Zak+zbk7
k=1 k=1 k=1

oo o0

Z C- Qi = CZ ag .

k=1 k=1

Véta. Komplexni fada Y ;. ; a, konverguje prévé tehdy,
kdyz konverguji fady > -, Reay a Y po; Imay. Pak

oo

Za :iReak +JZImak
k=1

k=1

Véta (nutnéd podminka konvergence).
konverguje, pak limy_, ar = 0.

Jestlize Y oo | ax

Dtikaz. limg_ oo ap = limg_oo(Sk — Sk—1) = limg_ o0 S —
limk_,oo Sg—1 =8 — 8= 0.

Véta. Je-li a, > 0 pro kazdé k € N, pak Y2 | ai existuje.

Dtkaz. s, = Y p_; @k, (S) je neklesajici, tj. lim, oo Sy
existuje (= sup,,cy Sn)



Kriteria konvergence

Véta (srovnavaci kriterium). Necht 0 < ay < by pro kazdé
keN.

1) Konverguje-li % ;- ; by, pak 1>~ | ai konverguje.
2) Diverguje-li Y p- ; ai, pak 1y ,- | by, diverguje.

Dtkaz. s, =Y p_q Ak tn = 2 1y b, 0 < 5, < 1y,

oo
Zk:l ar = limy, o0 Sn S lim, .oty = Zkzl k

Priklady.

DYl =1+ 0w <1 +Zk2kk1) 1+1=2
konverguje.

2) a>2, 300 &= <3 7= < 2 konverguje.
3) harmonickd Tada:

[e ]
1 _ 1 1 1 1 1 1 1
%—1+§+§+Z+g+g+7+§+"'
k=1
1 1 1 1 1 1 1
2l4+5+G+Ha)+G+s+tsts)
=l+i+i4+Li4 0 =10c.

4) a € (0,1), Y2, = =Y, 1 diverguje.

Véta (odmocninové kriterium). Necht 0 < ay, pro kazdé
k € N. Je-li pro kazdé k € N

1) ¥ar < q <1, pak Y ;- | a konverguje;
2) ¥ay, > 1, pak > ;- | ai, diverguje.

. k k_

Dikaz. 1) ar < ¢, 3277 ax < 3500, ¢" = 1%

2) ar =1, 307 ak > 352, 1= 400

Véta (limitni tvar odmocninového kriteria). Necht 0 < ay
pro kazdé k € N. Je-li

1) limy—.oo {/a < 1, pak > - | ai konverguje;

2) limy oo ¥ar > 1, pak > po, ai diverguje.

Priklady.
[ee] . k

1) >0, m konverguje: ¥ay = ln(\k/f_l) —0<1.
oo k . .

2) Yope, Ao diverguje: {ay, = k—\/%m —2> 1.

3) > rey (kiﬂ)k kriterium nerozhodne: {/a; = kiﬂ yar
limg_ oo a = 220:1 [(1 + %)71} =e~! £ 0 - diverguje.

Poznamky.

1) Staéi uvazovat limsup;,_, ., < 1, liminf,_.. > 1.

2) Odmocninové kriterium je ¢inngjsi (ne, pokud existuji
obé limity), ale nékdy se hiife pocita.

Priklad. asp_1 = 2_k, asy = 21—k
Shjar=24+1+314+1 41414
¥ap — 271/2 < 1 - konverguje podle odmocninového kr.

% = 2 — podilové kriterium nerozhodne

Véta (podilové kriterium). Necht 0 < ay pro kazdé k € N.
Je-li pro kazdé k € N

1) =8 < g < 1, pak > ;2 ax konverguje;
2) % > 1, pak > p-, ai diverguje.

Dtikaz.
1) apr1 < arq--- < arg®, Yool an <Y angt T = i
2) Qi1 > ak > > a1, Yoo Gk > Y ope, a1 = +00

Poznamka. Staci, aby byly nerovnosti splnény pro dosta-
tecné velka k, tj. pocinaje nékterym k.

Véta (limitni tvar podilového kriteria). Necht 0 < ay pro
kazdé k € N. Je-Ii

k41
ak

1) limg_, 00 < 1, pak Y77, ar konverguje;

2) limy 0o “2 > 1, pak > 77, ai diverguje.

(2

Priklady.
1) Yp2, & konverguje: “’;‘:1 = kLH 0.
2) Y02, £ diverguje: a’:l—j:l =k, .

)
3) > oneq £ — kr. nerozhodne: a(‘ljl = k_kl / 1 (diverguje).
4) 372, & — kr. nerozhodne: “’;:1 = (k+1)2 /1 (konv.).

Véta (integralni kriterium). Necht f je nezdporné neros-
touct integrovatelnd funkce na (1, +00). Pak Y .- | f(k) kon-
verguje pravé tehdy, kdyz konverguje f1+°° f(x)d.

Dikaz. f(k) > k+1f(a:)dx>f(k:+1)
f ()dx<2k L (k) < +f1

Piiklady.
1) Y02, £ diverguje: [ 1 dz = [Inz]® = +oc.

2) Y po 1 7= konverguje pro a > 1: [[Ca7%dz = 15

a—1"

3) Yoot 7oy diverguje: [ ——dz = [Inlnz]§° = 4oo.

Priklad. Jaka je chyba > 77, & = Z, pokud se¢teme prv-
nich 100 ¢lent?

Zkoi101 ag = flo()ol z2dz = ﬁ = 0,001

k01 @k < [igo 2 dw = 57 = 0,0099

Véta (Leibnizovo kriterium). Necht (ax)52, je nerostouct
posloupnost nezapornych ¢isel. > po | (—1)Ftay = a1 —as+
as — aq + - - - konverguje pravé tehdy, kdyz limy_ oo ar, = 0.

o n
Dikaz. s, = >, ak
$1> 83> 85> -+, Sapy1 — 8,
59 <54< 86 <, 59, =8 <
! 1 : .
s — 8" = limp_oo(Soky1 — S2k) = limMpoo Gopt1 =
1imkﬂoo Qaf

Priklad. > ;7 (-1)F '+ =1-1+1-1+...(=In2) kon-
verguje: stridaji se znamenka (lax)k = (%) je nerostouci,

konverguje k 0.



Absolutni konvergence

Definice. Rekneme, ze > rey ax konverguje absolutné, po-

kud konverguje > oo ; |a|.

Piiklad. Y32 (—1)F 1L =11 41

ne absolutné: > 7 % =1+ % + % + % + - -- nekonverguje.

+ - - - konverguje,

=

Véta. Konverguje-li > ;- , |ax|, pak konverguje > ;- | ay.

Dikaz. 1) ax, € R: a™ = max{a, 0}, a~ = max{—a, 0}
a=at—a,lal=at+a",0<at,a” <|a

> ey lak| konverguje . ..

e ay, Yore, ay konverguji (srovnavaci kriterium) . ..
S ok = e (@ —ay) = 3200 4 — 2ol @y, konv,
2) ar, € C: 0 < |Reag|, |Imag| < |ag|

> ey lak| konverguje . ..

Y oreq IReag|, Yore; [Im ay| konverguji (srovnavaci kr.) ...
> oreq Reak, > po; Imay, konverguji podle 1) ...

Soreiak =Y e Rear +j> po; Imay, konverguje

Poznamka. Pokud redlnd fada konverguje neabsolutné,
pak Y oo, af =302, ap = +oo.

Poznamka. Srovnévaci, podilové, odmocninové a integralni
kriterium jsou kriteria absolutni konvergence:

> pey bi konv., |ag| < by, pak > -, ax konv. abs.

limy o0 |akt1/ax| < 1, pak Y ;o | ax konv. abs.

limy o0 {“/m <1, pak 377, ai konv. abs.

Véta (s¢itani po ¢astech). Necht > 7~ ai konverguje ab-
solutné. Pak Y2, ask—1, Y e, ok konverguji (absolutné)

a jejich soucet je roven souctu pivodni fady.

Ditkaz. 3" [ask_1], 30 lase] < S22 lax| ... (abso-

lutni) konvergence

o0 o0

Zamcfl:al+a3+"':a1+0+03+0+"':Zlk

k=1 k=1
oo o0
Zagk:a2+a4+--~:0+a2+0+a4—|—-~-:ZSk
k=1 k=1

D ohe1 G2k—1 Do peq G2k = D pey b+ D0ty Sk = D opey Ok

Poznamka. Absolutné konvergentni fadu miiZzeme rozdé-
lit na koneéné mnoho rtizné preskladanych ¢éasti, soucet se
pritom nezméni.

Definice. Prerovndnim fady Y .., ar nazgvame kazdou

fadu D07 | ay), kde f: N = N je prosté zobrazeni.

Véta. Jestlize rada konverguje absolutné, pak kazdé jeji
prerovnani konverguje absolutné a ma stejny soucet.

Dikaz.
1) a > 0: ozna¢me m,, = max{f(1),..., f(n)}
Dh=1 O(k) S Dty ak, tedy DT apy < DR ak
opa¢né nerovnost: prvni fada je pierovnanim druhé pro f~1
2) ar € R:

_ + - _ +
Yo 0fe) = Y Cray — D het Criy = Dhe1 A —
Dkt U = Do Ok

3) ay € C: rozkladem na redlnou a imaginarni ¢4st

Tvrzeni. Jestlize redlnd rada nekonverguje absolutné a jeji
Cleny konverguji k nule, pak kazdé realné cislo je souctem
nékterého prerovnani dané rady.

Dikaz (ndznak). > o af => 70 ap =+oo,c€R
vybirame nezaporné ¢leny, dokud soucet nebude > ¢
vybirame zaporné ¢leny, dokud soucet nebude < ¢
(postup opakujeme)

Poznamka. Podobné lze dosdhnout i sou¢tu +oo.



