‘Derivace funkci vice proménn}'rch‘

Definice. Parcidlni derivace funkce f(x) podle x; v bodé
ac D(f):
0
(@) = ' (a)

ai,l,xi,aHl, e ,an).

pro ¢(z:) = f(ay, ...,

Piiklad. ( y) =¢e" +xy,a:(1,2)
Lz, y) =e* 2:z:y,(9 (1,2)=e+4
(z,y) =

2]
2%, 8L(1,2) =1

f‘
%
of
dy
Definice. Gradient funkce f v bodé a € D(f):

grad f(a) = (57(a), - 52(3)) -

Priklad. f(z,y) = e® + 2%y
grad f(z,y) = (e” + 2xy,2?), grad f(1,2) = (e +4,1)

Poznamka. (grad f): a € R" — grad f(a) € R" je vekto-
rova funkce

Véta. Necht a je vnitini bod D(f), parcidlni derivace f
existuji v nékterém okoli a a jsou v tomto bodé spojité (t;.
grad f je spojity v a). Pak

fr(a) =gradf(a)-h

Priklad. f(z,y) = e” + 22y, grad f(1,2) = (e +4,1)
f(/_l,g)(172) = (e + 4, ].) . (—173) ——e—1

Priklad. Piedpoklad o spojitosti nelze vypustit.
f(z,y) = == pro (z,y) # (0,0), £(0,0) =0
grad £(0,0) = (0,0) (f(z,0) = f(0,y) =0)

f(/l 1)(0; 0) = lim; ¢ w = lim;_.o 0,5-0

2_,2
8 () =

neexistuje

el . N
hm(w,y)g(mo) a—ﬁ(l’, y) = limg o % neexistuje
y=2z

Véta (Lagrange). Necht I C D(f) je tise¢ka s krajnimi
body a a b, f je spojita na I a md v kazdém bodé I\ {a, b}
derivaci ve sméru b — a. Pak existuje « € (0,1) tak, Ze

f(b) = f(a) = fp a(a+a(b—a).

Ditkaz. f(a+t(b—a)) = ¢(t), t € (0,1)
f(a) = ¢(0), f(b) = ¢(1), fy_a(a+t(b—a))=¢(t)
Lagrange n = 1: (1) — ¢(0) = ¢'() (1 = 0) = ¢’ ()

Poznamka. Bod a+ a(b — a) lezi uvnitf usecky I.

(a) = lim plai +1t) —p(as) — lim fla+te;) — f(a)

ozx; t—0 t t—0 t

Definice. Derivace funkce f ve sméru h € R™ v bodé

ac D(f):
(o) — iy L@ )~ (@)

t—0 t

Priklad. f(z,y) = e* + 2%y, a= (1,2), h = (—1,3)

f151,2) =limeo(3(e' " —1) 1 -4t +3t%) = —e — 1

Poznamky.
1) Parcialni derivace je smérovéa: Tf = fe,-
2) Nékdy se uvazup jen jednotkové vektory h: ||h|| = 1.
3) fola) =
4) fin(a) = fh( )-
5) ( ) = < +th): fh(a) = lim_o 28520 = o/(0).

Véta. Necht a, h € R" a existuji f(a), gp(a). Pak

1) (f+9)n(a) = fu(a) + gn(a),
2)  (f-9)h(a) = fu(a)-g(a)+ f(a) - gn(a),
3) (5);(3) _ fh(a) g(a;(;).];(a) 'gh(a) (g(a) 7& 0)

Dtkaz. Prepisem do jedné proménné.

Priklad. f(z,y) = 1 na {(z,y): y = 2%, x # 0}, jinak 0
74(0,0) = 0, f neni spojita v (0,0)

linedrni aproximace pfirtistku: f(a+h)— f(a) = k-h+w(h)
i) _ flath)—fa)h

hmhﬁo ‘”(h) = f'(a) — k ... nejlepsi pro k = f'(a)
nejlepsi hnearni aproximace L(h) = f'(a) h

limy, o f(a“'h)—i(a)—L(h) =0

Definice. (Totdlnt) diferencidl funkce f v bodé a (vnitini
bod D(f)) je linedrni zobrazeni L: R™ — R, pro které plati

L f@+ k)~ f(a)— L(h)

im =0.
h—o [l

Pokud existuje, fikdme, Ze f je diferencovatelnd v bodé a

Poznamky. 1) Znaceni: df(a)(h), df(a)h], df(a, h).
2) df(a) je linedrni zobrazeni:

df(a)(h) = kihy + - + knhy,
df(a) = kydey + -+ kn dazy = (k1, ... k) - dx

Piiklad. f(z,y) = 22 4+ y2, df(1,1)(h1, ha) = 2hy + 2hs.

Poznamky. 1) Je-li f linedrni, pak d f (a) =
2) n=1:df(a)(h) = f'(a)h, df( )s f'(a) ztotoznujeme
3) Pro vektorovou funkci F' = (f1,..., fa): R® — R* je

= (df1,...,dfn), tj

1o IF(a+ h) — F(a) — dF(a)(h)|

=0.
h—o ]




‘Véty o derivacich‘

Véta. Ma-li funkce f v bodé a totalni diferencial, pak ma
v @ vSechny smérové derivace a plati (pro kazdé h € R™)

fn(@) = df(a)(h) = grad f(a) - h

Dikaz. 1) h = o: f)(a) =0=df(a)(o0)
h#o0:t—0 < th— o:

fn(@) —df(a)(h) = lim fla+th) — f(:) —tdf(a)(h)

g L@t - J@ —dfa)eh)

th—o +||¢hl|
—0
2) (ey,...,e,) standardni ortonormalni baze R™:

df(a)(h) = df(a)(hier +--- + hnen)

= hidf(a)(e;) +--- + h,df(a)(e,)
thf;(a) <+ by, fé ()

= hl Dar (a) +hn oz, ( )
=grad f(a) - h

Poznamka. Strucné zépisy:

df(a) = grad f(a) - dx
df =dx-grad f
d = dx - grad

Véta. Ma-li funkce v nékterém bodé diferencial, pak je
v tomto bodé spojita.
Dikaz. [|df(a)(h)| = |lgrad f(a) - h|| < |grad f(a)|| - ||h:

limp_o[f(a+ h) — f(a)] =
[ f(at+h)—f(a)—df(a
(Al

= liInh~>0

") |[h|| + df(a)(h)] = 0.

—0

—0

Véta. Ma-li funkce v nékterém vnitinim bodé svého definic-
niho oboru spojité parcidlni derivace (tj. spojity gradient),
pak ma v tomto bodé diferencial.

Dikaz. Ovéfime, ze grad f(a) - h je diferencial:

f(a+h)— f(a) —grad f(a) - h =

= [f(a1 + h1,a2 + ha,...) — f(a1,as + ha, ... an + hy)+
+[f(a1,a2 + ha, ... ,an + hy) — f(a1,az2,...,an+ hy) +

+ [f(a1,a2,...,an + hy) — f(a1,a2,...,a,) —grad f(a) - h
= Z(xa(h)) by + -+ + 2 (xu(h)) By —

—%(a)hl—---—f—f(a)hn
= [lh] 327y [5E (a(h) — 55 (a)] - Th
~—~
—0 €(-1,1)

Dusledek. Jsou-li parcialni derivace spojité na oteviené
mnoziné, pak diferencial existuje v kazdém bodé této mno-
ziny.

Poznamka. Je-li A: R” — RF linearni, pak existuje matice
A typu (k,n) tak, ze

Pro vektorovou funkci F: R® — R¥, F' = (f,..., fx) mame
diferencialy po soufadnicich:

AF(a)(h) = (dfs(a)(h), -, dfu(a)(h))
) - M@\ [

dF@)(h)" = | z .
Oa) o Hr(a)) \h

Jacobiho matice F' v a

P¥iklad. F: R? — R?, F(x,y) = (2% + 2y, 22 + 5y)
20 +y x
ara)~ (07

T 31 ) h1 . 3h1 + ho
dF(L,1)(h, he) " = ( 2 5 ) ( hy ) =\ 2hy + 5
AF(1,1)(h1, he) = (3h1 + ha, 21 + 5ha)

Poznamky.

1) Parcidlni derivace v okoli, spojité v bodé = diferenciél
v bodé = vSechny smérové derivace v bodé.

2) Podminka spojitosti parcidlnich derivaci neni nutné.

Priklad. f: R? — R, f(z,y) = (2° + y?)sin 355 pro
(z,y) # (0,0), f(0,0) =0

diferencial df(0,0)(h1, h2) =0 existuje

limita %(x,y) = 2zsin Ig}ry2 -

e +y2 cos Q}rgﬁ neexistuje

Véta. Funkce, ktera ma v oblasti G C R™ nulové vsechny
parcialni derivace, je v této oblasti konstantni.

Dtkaz. Zvolme x,y € G, existuje ¢ara L C G z x do y
slozen4 z tise¢ek, BUNO z jedné, existuje z € L:

fy)=f(x) = fy_x(2) = grad f(2)- (y —x) = 0-(y —x) = 0.

Dusledek. Funkce se stejnymi parcialnimi derivacemi v ob-
lasti se v této oblasti lisi o konstantu.

Priklad. f(z,y) = arctgx + arctgy

g(w,y) = arctg {74, xy # 1

grad f(z,y) = (1352 1o52) = gradg(z,y)
a:er

arctg r + arctgy = arctg — > pro zy <1

-H/
1—

x+y
l—xy

arctgx + arctgy = arctg +mproxy >1,2>0

arctgz + arctgy = arctg —7mprozxzy > 1,2 <0



‘Interpretace a aplikace ‘

Smér nejvétsiho spadu

pro ||h|| =1 je (Schwarzova nerovnost):

|fn(@)] = |grad f(a) - h| < ||grad f(a)]| - [|h|| = [|grad f(a)]|
rovnost nastane, pokud jsou h a grad f(a) linedrné zavislé,
tj. v pfipadé grad f(a) # 0 pro jednotkové vektory:

grad f(a)
lgrad f ()|~

hmax = hmin = _hmax .

Teéna nadrovina a normala grafu

te¢nd nadrovina (linedrni aproximace) v [a, f(a)]:
y = f(a) +grad f(a) - (x — a)

grad f(a) - x —y = grad f(a) -a — f(a)

(grad f(@), ~1) - (x,y) = (erad f(a), 1) - (a, f(a))
(grad f(a),— ) je normalovy vektor

Linearni aproximace
f(x) =~ f(a) +df(a)(x — a) = f(a) + grad f(a) - (x — a)

Priklad. Aproximujte f(x,y) = arctg ;= z“’ v okoli (0,0).

grad f(2,9) = (15 1157 ),gradf(070) (, 1)
f(z,y)%f(O,O)Jr(l,l)-(:z:,y)::z:er

Véta. Je-li i spojita na oteviené mnoziné G, pak na G
Oz Ox;
plati
o} 0¥
8531‘ 6xj N (%cj 5xi '

Véta. Existuji-li O okolf bodu a a Jjsou-li

Bz, Oz 811’ Oz Oz
spojité v a, pak jsou V tomto bode stejné.

Piiklad. f(z,y) = e®¥"
F(x.y) =%, Gh(a.y) = 22"

s 31/
3 2 a2
dy gm (%, y) = 2ye$1/ + ny e = ox gy (33, Z/)

Definice. Necht G C R™ je oteviend, k € N. Funkce f: G —
R™ se nazyva tiidy CF na G (f € C*(Q)), jestlize viechny
parcialni derivace fadu k jsou na G spojité.

Poznamky.

1) C° ... spojité funkce
2) >0t (%o

3) Mz, CF =C

Dusledek. Jeli f € C*(G), pak parcidlni derivace do
fadu k na G nezaviseji na poradi derivovani.

‘Derivace vyssich rada

Parcialni derivace vyssich radi:

of

X e (%)
of

xSy 2 0 00y O,
6SCJ 6Sﬁj 6561 8:1:j 6561

*f _ 9
Oz Oz Oy (X) — 9z20y (X)
P (x) ... iddu k

8Iik ...axil

smisend: alespon 2 proménné riuzné

Poznamka. Poradi derivovéani nelze vzdy zaménit.

Piiklad.
2_ 2
fla,y) = 25— pro (w,y) # (0,0), £(0,0)=0
44 gp292 — ot
ot (vy) = Mgttt pro (a.y) # (0,0)
91(0,00=0
44022 ot
%(I7y) =« (z24+yg)2 pro (x,y) 7é (O O)
%L(0,0)=0
577 (0,0) = lim 1(3£(0,y) — 3£(0,0)) = —1
pa2(0.0) = limy 5 (5. 0) — 5;(0,0)) = 1

df(a)(h) = grad f(a) - h = (h-grad) f(a)

d—h-grad = Y7 hi 22

d? — (h-grad)?® = E” 1 hih; 6@6%

3
d3 - (h : gra'd)3 = Zi,j,k:l hihjhk oz 883:j oxy,

Poznamky.

1) Pro n =1 je d*f(a)(h) = f*)(a) h*.

2) Pro f(z,y) se spojitymi parcidlnimi derivacemi:
42— p2 2 M + 2hyhy —8fzy +h3 2

3
d® —hn2 2 M + 3h3hy Mz a5 + 3h1h3 5 ayz + h3 gys

3)
ot o
B_w% Tt Oz Oz hl
2
d —>(h1,...,hn)~ : : :
9? 2% h
Ox, Ox1 ox2 n

Hessova matice

Pi#iklad. Pro f(z,y) = 2¥ = e?™% D(f) = (0,00) x R je
d2f(1,2)(h1, ha) = 2h3 + 2h1 hs.



‘ Tayloruv polynom ‘

f(a+h)=f(a)+f’(a)h f”( )h2 . +f(k;!(a)hk+

fE (@t ah)
(k+1)!

+

Véta (o Taylorové polynomu). Je-li funkce f tiidy C*+1
na oteviené mnoziné G C R™ obsahujici tsecku s krajnimi
body a, a+ h, pak existuje o € (0,1) tak, Ze plati
d?f(a)(h
f(at ) = f(a) +ascaym + LB
d®)f (a)(h) N d**tDf(a + ah)(h)
k! (k+1)!

Poznamky.

1) h — x — a (Tayloriv polynom).

2) Pro k = 0 dostéavame Lagrangeovu vétu:
f(a+h)= f(a)+ h-grad f(a+ ah) = fj(a+ ah).

Piiklad. Pomoci Taylorova polynomu odhadnéte 1,053:02.

flz,y) =a¥, a=(1,3), h = (0,05;0,02),

(h-grad)f = h1 5L+ hy 5L = hlyzyfl + hox¥ Inz = 3hy,
(h-grad)2f = h3 24 + iy ot + 13 5k =

= h3y(y — 1)a¥=2 + 2h1hox? "1 (1 + yInz) + h32¥ In’z =
= 6h2 + 2Ry h,

f(a+h)~ f(a)+ (h-grad)f(a) + 3(h - grad)’f(a) =

= 14 3hy + 3h2 + hyhy = 1,1585 (1,0539% = 1,1587 .. .)

P¥iklad. Urcete diferencial f(x,y) = g(e*¥,e=%¥), g € C*.
Pro (e™,e™™) = (u,v) = (fi(z.y), f2(2,y)) = F(z,y) je
f=goF

dg(@,y) ~ (3%, 5%)
dF(z,y) ~ ( Za_fii Za_f?; ) = ( —Zziymy _22?1&1 )
ox oy
df (z,y) ~ (ye*’ 52 —ye ¥ G we™ G4 —pe "V 52)

Véta. Necht G C R", H C R* jsou oteviené mnoziny,
F: G — H ma v bodé a € G derivaci ve sméru h € R",
g: H — R md v bodé b = F(a) diferencidl. Pak funkce
(9o F) md v bodé a derivaci ve sméru h a plati

(9 © F)p(a) = dg(b) (Fy(a)) .
Dtkaz (pokud F' mé diferenciél).

(9o F)p(a) =d(go F)(a)(h) = (dg (b)odF(a))(b)
= dg(b)(dF(a)(h)) = dg(b)(Fy(a))

| Derivace sloZené funkce |

n:l:RLRiR, (go f)(a) =9'(f(a))- f(a)

Véta. Necht G ¢ R", H C RF jsou oteviené mnoziny,
F: G — H ma diferencial v bodé a € G, g: H — R ma
diferencial v bodé b = F'(a). Pak funkce (9o F') md v bodé a
diferencial a plati

d(go F)(a) =dg(b) o dF(a).

Poznamky.
1) SloZeni linedrnich zobrazeni je linedrni.
2) Matice slozeného zobrazeni je sou¢inem matic (F =

(fi, s fr)):
dg(b) ~ grad g(b)

Sh(a) - $(a)
dF(a) ~ : :
Bli(a) .. 2le(a)
Sh(a) - 37@(8)
d(go f)(a) ~ grad g(b) - : :
f@) - )

= (grad g(b) 88!1 (a),...,grad g(b) %(a)) .

3) Lze i pro vektorovou funkci g.
4) Pro n = k = 1 dostaneme néasobeni ¢&isel (derivaci).

Pro parcialni derivace dostavame tzv. rtetézove pravidlo
(znacime F'(x) =y, g(y1,--.,yx)):

8(5;5’)( ) _ gradg(b) . 8F
= (%(b)7.-.,§71<b>) : (zzgz (a),..., % (a))
= 22(b) 50 (a) + - + 2L (b) 3 (a).

Nékdy vypustime argumenty (uvazujeme x, y)

d(goF) 99 0fi dg Ofk

or; Oy Ox Oyr, Ox;

Nékdy se nerozlisuje f; od y; (f =go F):
af dg ayl g Oyx

Oz, 8y1 " Ox; Tt Oyr, Ox;

(Nékdy se nerozlisuje ani g od f.)

Priklad. Urcete parcidlni derivace f(z,y) = g(e®¥,e™%Y).
Oznac¢me (e*¥,e™%Y) = (u,v):

of 09 Ou 09 v _ .09 409
0r  Ou 8x+8v ar Y% 6w Y% By
8_f_@ ou ag ov ey 99 @

e+ =ze —ze Y

oy  Ou Oy  ov Oy Ou ov’

Priklad. Pro f(:r y,z2)=xg9(%,2), g€ Clje
xag{ +y —l—z = f.



