‘ Laplaceova transformace ‘

Definice. Laplaceovym obrazem funkce f definované na

(0, 00) je funkce
_ [ Pty
W= [ soera,

pokud integral konverguje pro alespon jedno p € R.
Znaleni: £ : f(t) — F(p), L{f}=F, f Ap

Priiklady. e’ nems4 Laplacetiv obraz

L{e™} = 1 , p>a

—a

'BM—"B

Poznamky. 1) F se obvykle uvaZzuje jako funkce komplexni
proménné pro Rep > py.

2) Nékdy se uvazuji funkece f(t) definované na R, které jsou
nulové pro ¢ < 0 — misto sint na (0, c0) se piSe sin¢-H(¢), kde
H(t) je tzv. Heavisideova funkce (nékdy se bere H(0) = 1):

2
0, t<0
H(t): b < b
1, t>0.

Véta (o linearité). Jsou-li f,g € £y exponencidlniho Fadu
a, a,b € R, pak

L{af +bgt =aZ{f} +0Z{g}, (p>a).
Dukaz. Pfimy dusledek linearity integralu.

Véta (o derivaci obrazu). Je-li f € £y exponencidlniho
fadu o, F = Z{f}, pak

Lt ft)y =—F'(p), p>a.

Ditkaz (ndznak). F'(p) = g, fo e Ptdt =
:fomdip(f( e Pty dt = fo Ye Ptdt =
=—Jo (tf(t) e P dt = —f{tf( )}

Priklad.

Z2{t"} = n+1, p>0.

Véta (o integraci obrazu). Je-li f € £y exponencidlniho

()

fadu o, F = Z{f} a existuje-li vlastni lim;_,o4 £, pak

f{@}:/me(q)d% p>a.

Poznamka. .Z{f t)} = — [F(p), integra¢ni konstanta se
uréi z podminky lim,_,, F(p) = 0.

Definice. Funkce f(t) definovana na (0,00) je predmét
standardniho typu (f patii do tFidy L), jestlize:

1) f je po &astech spojita,

2) f je exzponencidlniho fadu (&), tj. existuji ¢isla M, o € R:

[f(B)] < Me, te(0,00).

Véta. Necht f je predmét standardniho typu exponencidl-
niho fadu «. Pak Laplacetv obraz funkce f je definovan na
(v, 00) alimy_,o F'(p) = 0.

Dikaz. | [;° f(t)e Pt dt| < [7|f(t)e™P! |dt <
< fTMettePtdt = [ Mem (Pt dt =

— [_ﬂ e—(p—a)t] >

_ M
—a 0 = p—a PYOPp > Q.

Priklady.
ZL{sint} =

, >0
i g P
Z{cost} = p

21 p>0

Véta (o substituci [posunu] v obrazu). Je-li f € % expo-
nencialniho fddu o, F = Z{f}, a € R, pak

L ft)y)=F(pp—a), p>a+ta.

Dikaz. |e® f(t)| < e M e = M el@ta)?
J e ftye Pt dt = [ f(t)el®Ptdt = F(p — a)

Pifklad. Z{esint} = oA, p >0

Véta (o zméné méritka). Je-li f € £y exponencialniho
fadu o, F = Z{f}, a > 0, pak

2y =F (L), p>aa.

Dikaz. |f(at)| < M e®(@) = M ele)?t

[ flat)e Pt dt = agi_“ = L fu) e/ dy =
< F ()
Piiklady.
. w
.ﬁf{smwt}:m, p>0
p
f{coswt}zlm, p>0



‘ Zpétna Laplaceova transformace ‘

Véta. Jsou-li f1, fo € £y exponencidlniho radu «,

ZL{fi} = Z{f2} na (a,00), pak fi(t) = f2(t) na (0,00)

s vyjimkou nejvyse spocetné mnoha izolovanych bodii.

Véta. Racionalni funkce je Laplaceovym obrazem funkce
tridy £ pravé tehdy, kdyz je ryze lomena. Pak je obrazem
na intervalu (o, 00), kde « je nejvétsi redlnd ¢ast kofent
jmenovatele.

Dukaz. =: lim; .o F(p) = o0
<«: rozklad na soucet parcidlnich zlomk

g{eat} _ 1 , g*l { 1 } _ eat
p—a p—a
| 1 tn—l eat
P eat — n , Jfl { } =
e = o - )~ -1

pro kvadratické ¢leny ve jmenovateli:

P+ C ] )+ (C )
‘ {<p2+bp+c>"}‘$ {[(p+%)2+c—ib2}"}

S G e I (s

fn(t) gn (1)

fit) =coswt,  fui(t) = ﬁtgn(t)
fa(t) = Tsinwt, gnp1(t) = 55z (20 — 1) gn(t) — t g, (1)]

Definice. Konvoluce funkci f, g € £ je funkce
t
0= [ ft-u)gu)du
0
Vlastnosti:

1) komutativita: fxg=g=* f
2) asociativita: (fxg)*h = fx*(g*h)
3) distributivita ke s¢itdni: f* (g+h) = (f*g)+ (fxh)

Véta (o obrazu konvoluce). Jsou-li f,g € £, exponenci-
dlniho Fédu o, F = L{f}, G = ¥{g}, pak

Z{(f*9)(t)y = F(p)-Glp), p>a.

Diikaz (ndznak). ( f(t—u)g(u)du) e Pt dt =
:fooofooft—u (u)e Ptdtdu =

— [ gl e ([ F(t —u) e Pt dr) du T
= [, g(w)e P (f;7 f(v) e P dv) du =

= ([;7 fw) e dv) - ([;° g(u) e du) = F(p) - G(p)

Poznamky.
1)3_{F() ()}—(f*g)()
2) (Hxf)(¢ fo t)dt, tj. véta o obrazu integralu je

zvlastnim prlpadem Vety o obrazu konvoluce.

Diferencialni a integralné diferencialni rovnice

Zobrazime Laplaceovou transformaci, vyfesime algebraickou
rovnici, provedeme zpétnou transformaci.

Véta (o obrazu derivace). Je-li f' € £, exponencialniho
fadu o, F = Z{f} a f(0+) = lim;_o+ € R, pak

Z{f'®)}=p-F(p) - f(0+), (p>max{a,0}).
o 00 gy —pt |l u= e Pt f ( )
Ditkaz. [~ f'(t)e ?"dt = W = —pert — )
= [fW) e ]+ [Spf(H)e P dt = —f(0+) +p- F(p)

Dusledek.

LYy =" 2{f) -
=P THO) = = p FTP04) — D (04)

Véta (o obrazu integralu). Je-li f € £y exponencidlniho
rédu o, F = Z{f}, pak

f{fg f(w) du} = ? ,  (p>max{«e,0}).
Diikaz. g(t fo u)du, g(0+) =0
F(p) = f{g )} =pL{g(t)} — 9(0+) =pL{9(t)}

Véta (o translaci). Je-li f € %y exponencidlniho fddu a,
a > 0, pak

L{f() H(t —a)} =" Z{f(t+a)}, p>a
L{f(t—a) H{t —a)} = Z{f(t)}, p>a

Ditkaz. Z{f(t — b)H(t — a)} =
= [ ft=b)H({t—a)e P dt = [~ f(t—b)e P dt
= [ flu+a—b)e Pt dy =e " L{f(t+a—b)}

(t-a=u)

prvni vztah dostaneme pro b = 0, druhy pro b =«

Koneény impuls: f(t) na omezeném intervalu (a, b):
f(&) - [H({t —a) —H(t = b)].

Véta (o obrazu periodické funkce). Je-li f € £ periodicka
funkce s periodou T, pak f je exponencialniho fadu 0 a jeji
obraz je

I F(tyertdt

Flp) = "5 — =7

>0.

Dikaz. [° f(t)e P! dt =
_ (n+1)T o= Pt t=u+nT| _
= 2Znz0 Jur rdt= ‘dt:du ’_
7Zn OfO
—ZnoepT f flu)e P du =
:(fo (u)e P du) /(1 — e PT)

e —p(u+nT) du =



