Prostory R"

Euklidovsky prostor R = R x R X - - - X R: n-rozmérné arit-
metické vektory x = (z1,...,2,) s operacemi

X+y:<xl+yla'~-awn+yn> soucet
ax = (axy,...,a%y) skalarni nasobek

X-y=zy1+ -+ Tpyn skalarni soucin

pocatek O kartézského systému souradnic, bodovy prostor

1) e = (1,0,...,0), ..., e, = (0,0,...,1) tvoii (stan-
dardni) ortonormdlni bazi R™.

2) Nulovy vektor: o = (0,0,...,0).

3) Norma (euklidovskd): ||x|| = /x - x = /a3 + -+ + 2.
4) Vzajemné jednozna¢nd korespondence mezi body a vek-
tory: X = O + x.

5) Vzddlenost bodi X,Y: | XY || = ||Y — X].

Zakladni vlastnosti normy:
(1) |lx|] > 0 pro x # @ (|lo]| =0),
(2) lla-x|[ = |al - |Ix]],
(3)

3) Ix+yll <|x|| +1lyll (trojuhelnikovd nerovnost).

Dalsi vlastnosti:

1) |x-y| < |Ix]| - llyll (Schwarzova nerovnost pro eukl.
normu),

2) max;—1,.. ., |2;| < ||x]| < /n-maxi—q . p |2l

Dukaz (2). Odmocnime

max;—1,. 27 <xP 4+ 3, <n-max_i, T

Definice. Nechf x € R”, M C R". Rekneme, Ze x je

1) vnitrni bod M, pokud existuje okoli U(x,e) C M,

2) vnéjsi bod M, pokud existuje okoli U(x, ) disjunktni s M
(tj. M C R™\ M),

3) hranicéni bod M, pokud kazdé okoli bodu x m4 neprézdny
prinik s M is (R™\ M),

4) hromadny bod M, pokud kazdé prstencové okoli bodu x
ma neprazdny prinik s M,

5) izolovany bod M, pokud existuje prstencové okoli bodu x
disjunktni s M.

Definice. Necht M C R™.

1) Vnitrek M (MP°) je mnozina vech vnitinich bodi M.
2) Hranice M (OM) je mnozina vSech hrani¢nich bodt M.
3) Uzdvér M (M) je M° U OM.

Definice. Mnozina M C R™ se nazyva
1) otevfend, je-li rovna svému vnitiku,
2) uzavfend, je-li rovna svému uzivéru.

Poznamky.

1) Mnozina nemusi byt ani oteviend, ani uzaviena.

2) Oteviené a zaroven uzaviené (tzv. obojetné) mmnoZiny
v R™ jsou pouze () a R"™.

3)Jednobodové mnoziny jsou uzaviené.

4) Mnozina je oteviend pravé tehdy, kdyz jeji doplnék je
uzaviend mnozina.

5) Prinik dvou a sjednoceni libovolné mnoha otevienych
mnozin je oteviend mnozina.

6) Sjednoceni dvou a prinik libovolné mnoha uzavienych
mnozin je uzaviena mnozina.

Poznamky.

Supremovd norma: || x|y = sup{|z;|: i =1,...,n}.
Souctovd norma: ||x||s = |x;| + -+ + |znl-

Vsechny normy jsou ekvivalentni:

[l < [x[| < flx[ls < 7 - [lx][ar-

Definice. Diametr (primér) neprazdné mnoziny M C R™:

diam(M) = sup{||x — y||: z,y € M}.
Poznamka. diam(()) = 0.

Definice. Mnozina M C R"™ se nazyva omezend, ma-li
kone¢ny diametr.

Poznamka. MnozZina je omezena pravé tehdy, kdyz jsou
omezené vzdalenosti jejich bodt od pocatku, tj. omezené
jsou mnoziny vSech soufadnic.

Definice. e-okoli bodu x € R":
Ux,e)={y eR": |ly — x|| < e}.
Prstencové e-okolt bodu x € R™:

P(x,e) =U(x,e) \ {x}={y e R": 0< |ly — x| <e}.

Véta. Kazda omezena nekoneé¢na mnozina v R™ ma alespori
jeden hromadny bod.

Dikaz (navod). Podobné jako princip vnofenych intervali.

Definice. Mnozina M C R™ se nazyva souwvisld, jestlize
neexistuji oteviené mnoziny O1, 02 C R™ takové, ze:

(1) O01N0q = @,

(2) 01 U0 D M,

(3) O1 N M,05 N\ M # .

Poznamky.

1)  a R™ jsou souvislé.

2) Jednobodové mnoziny jsou souvislé.

3) Oteviend mnozina neni souvisld pravé tehdy, kdyz je sjed-
nocenim dvou disjunktnich otevienych mnozin.

4) V R jsou souvislé @), jednobodové mnoziny, intervaly (nic
jiného).

Véta. Oteviena mnozina v R" je souvisla pravé tehdy, kdyz
kazdé dva jeji body lze spojit lomenou carou lezici v této

mnoziné.

Definice. Oteviena souvisla mnozina se nazyva oblast.



Posloupnosti v R™

Definice. Posloupnost v R™ je zobrazeni N — R™.

1—1.¢en x; € R"
2+ 2. ¢len xo € R

(%K) 721

Definice. Posloupnost (xi) md limitu x, pokud pro kazdé
okoli U bodu x existuje kg € N tak, ze pro kazdé k > kg je
x.e€U.

x, € U(x,e) ... ||[xk—x|<e¢
limk_,oo X=X ... limk_,oo ka- —X|| =0

Véta (o konvergenci po slozkdch). Necht (xi) je posloup-
nost v R™. Pak limy_.. X = x pravé tehdy, kdyz

lim xy; =x; prokazdéiec{l,...,n}.

k—o0

Dukaz. (kK — o)

max; [zg; — ;] < |xx—x| < nmax;|zg, —x;

! = ! = |
0 0 0

Dusledek. Véty o limité souctu, rozdilu, ndsobku, vybrané
posloupnost, jednoznacnosti, ... platiiv R™.

Definice. Necht M C D(f). Rekneme, 7e funkce f ma v
bodé a limitu b vzhledem k M, jestlize a je hromadny bod
M a pro kazdé okoli U bodu b existuje prstencové okoli P
bodu a tak, ze f(PN M) C U. PiSeme

lim f(x) =b.

xeM

(Je-li M = D(f), pak podminku x € M nepiSeme.)

Priklad. n =1, M = (a,00) ... limita zprava.

Véta. Je-li @ hromadny bod D(f), pak limy_, f(x) = b
pravé tehdy, kdyz 1imxa\.} f(x) = b pro vSechny M C D(f)
takové, Ze a je hromadny bod M.

Priiklady.
. 22 k2
1) limg )~ (0,0) za357 = 4T
y=kx

. 22 . 12 1
2) im(z)—(0,0) 775z = 0, limz y) .(0,0) 71757 = 3
Yy=kx yzac2

. . 2 .
3) lim,_olim, o I;’:—W =lim, 01 =1,

. . 2 .
lim, o lim; o 257 = limy, 00 =10

+y

Poznamka. Véty o limitdch a spojitosti se daji zobecnit
zn = 1. (Limita a spojitost souétu, rozdilu, sou¢inu, podilu,
slozené funkee, ...)

Definice.  (Redlnd) funkce n proménnich je zobrazeni
f: D(f) — R, kde D(f) C R" je definicéni obor funkce f.
R(f) = f(D(f)) je obor hodnot funkce f.

Poznamky.

1) V prostorech ,malé“ dimenze misto x = (z1,...,x,) pi-
seme (z,y), (z,y,2), ...

2) Vypoustime ,,opakované* zavorky — misto f((z1,...,z,))
piseme f(z1,...,T,).

3) Pod pojmem funkce rozumime redlnou funkeci n promén-
nych.

Definice. Graf funkce f je mnozina
Graf f = {(x,y) e R""": x € D(f), y = f(x)}.
Definice. Hladina konstantnosti funkce f piislusna c € R:

{x e D(f): f(x)=c}=f""(c).

Rez grafu je prinik grafu s rovinou v R"*! rovnobéznou
s posledni osou.

Definice. Vektorovd funkce je zobrazeni R™ — RF.

f: R* — RF
flx1,...,zn) = (fl(xl,...,xn),...,fk(xh...,xn))
f:(f17"'7fk)

Podobné jako pro posloupnosti vysetiujeme limity ,,po sloz-
kach®, tj. limity f1,..., fa-



