| Diferenciilni rovnice

(Obycejna) diferencidlni rovnice n-tého fddu:

F(z,y,y,y"...,y™) =0

Resent na intervalu I: funkce y: I — R takova, Ze pro kazdé
zelje F(z,y(x),y(x),...,y" (x)) = 0.

Mazximadlni Teseni: neexistuje feseni na vétSim intervalu.
Cauchyova tloha: navic pocddteéni podminky

n—1
y( )(l’o) =Yo,n—1

y(l‘o) = Y0,0, y’(xo) = Yo,1,

Cauchyova tloha je jednoznacné resitelna, jestlize kazda dveé
feseni splyvaji na nékterém okoli z.

Véta. Méjme Cauchyovu tlohu y' = f(z,y), y(xo) = yo.
Jestlize existuji intervaly I > xg, J 2 yo takové, ze f je
spojita na I x J, pak existuje feseni Cauchyovy tilohy na
nékterém intervalu I' C I. Je-li navic % omezena na I x J,
pak je Cauchyova tloha jednoznacné resitelna.

Linearni diferencialni rovnice 1. fadu

‘m(x)y’ +ao(z)y = f(x) ‘

Predpoklady: a1, ag, f spojité na intervalu I, a; # 0 na I.
Cauchyova tloha ma pak pravé jedno reSeni na I.

D: y— a1y’ + agy je linedrni zobrazeni na prostoru funkei
diferencovatelnych na I.

PridruZend homogenni rovnice: a1(x)y’ + ao(z)y = 0.
Mnozina feSeni je jadro linearniho zobrazeni D.

Obecné feeni: y(x) = g(x) + g(z), kde § je obecné FeSeni
pfidruzené homogenni rovnice a § je jedno (partikuldrni)
FeSeni puvodni rovnice.

[V +p(@)y = q(a)]

Homogenni LDR 1. fadu

Y +p)y=0
Resime separaci proménnjrch:

y(z) =ce  JP@d a1 (ceR)

DR 1. fadu se separovanymi proménymi

Predpoklady: g spojita na intervalu I, h spojitd na inter-
valu J.

y(z) = y1, = € I je staciondrni FeSeni

1) h(y) =0 ...
2) h(y) #0

y'(z) — lol(e) da
/h y(x)) de = Jol)d
d_y) = [g(z)dz (+¢)

ylx)=...

Cauchyova tloha

Dopocitat ¢ nebo

Obecny postup:

1) Maximalni intervaly spojitosti g (I).

2) Stacionarni feSeni y(x) = y1, € I pro h(y1) = 0.
3) Maximélni intervaly spojitosti a nenulovosti h (J).
4) Pro (xzo,y0) € I x J, existuje FeSeni uvniti I x J.

Nehomogenni LDR 1. fadu

[V +p(@)y = ()]

Metoda wvariace konstanty: hleddme partikularni feseni ve
tvaru obecného feseni pridruzené homogenni rovnice, ve kte-
rém konstantu nahradime funkeci.
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Cauchyova tloha pro LDR 1. fadu

Yy +plx)y = ( )
y(o)

1) Obecné feSeni pfidruzené homogenni rovnice separaci
proménnych.

2) Partikuldrni feseni metodou variace konstanty, obecné fe-
Seni dané LDR.

3) Urceni konstanty dosazenim pocéteéni podminky.



Linearni diferencialni rovnice

Yyt an_ 1 (@) y" Y 4+t ar(2) Y +ao(z)y = f(z)

Véta. Jsou li ay,_1,...,aq, f spojité funkce na intervalu I,
pak Cauchyova tloha ma praveé jedno Feseni na I.

Homogenni LDR (f(z) =0 na I)

Véta. Mnozina feseni homogenni LDR fadu n tvori linearni
prostor dimenze n.

Diikaz. D: y — y™ +a,_1y" Y+ -4 a1y +ag je linedrni
zobrazeni, mnozina feSeni je jeho jadro, tj. linedrni prostor.
y(n—l)(xo)

y(xo) Y (20) feseni C. tilohy

1 0 e 0 — yo(x)
0 1 e 0 — y1(x)
0 0o ... 1 — Yn—1(v)
Y00  Yo1 .- Yo,n—1 Sy Yo.ii(2)
= linearni obal {yo(z),...,yn—1(x)} je cely prostor FeSeni
=0

aoyo(x) + -+ an—1Yn—1(x) =0 —"ag =0

=0

"t agyp(®) + 0 F a1y, 1 (2) =0 — a1 =0
= funkce yo(z), ..., yn—1(z) jsou linedrné nezavislé

Definice. Baze mnoziny feSeni homogenni LDR se nazyva
fundamentdlni systém TeSeni.

LDR s konstantnimi koeficienty

any™ + a1y Y + -+ ary + agy = f(x)

Predpoklady: a,, # 0, f je spojita na intervalu.

Homogenni LDR s konstantnimi koeficienty

Charakteristickd rovnice:
A A" + A AV ag N+ ap =0.

Véta. 1) Je-li A redlny kofen charakteristické rovnice na-
sobnosti k, pak funkce

eAx’ xeA17 o wkfleAz
jsou fesenim prislusné homogenni LDR.
2) Je-li a + (] (o, 0 € R) imagindrni kofen charakteristické
rovnice nasobnosti k, pak funkce

xkfl ax

e*®cosfBx, xze*“cosfBr, ..., e** cos Oz,

xkfl ax

e sin fxr, xe*Tsinfzr, ..., e** sin O,

jsou fesenim prislusné homogenni LDR.
3) Vechna tato feSeni tvoii fundamentélni systém FeSeni.

Véta. Necht yi(x),y2(x),...,yn(x) jsou FeSeni homogenni
LDR fadu n. pak tyto funkce jsou linedrné nezavislé na in-
tervalu I pravé tehdy, kdyz pro kazdé x € I je nasledujici
determinant (Wronského, wronskian) nenulovy:

R CON SO A )

Dtikaz. 1) Jsou-li funkce zéavislé, pak néktera y; je linedrni
kombinaci ostatnich, y; je stejnou kombinaci derivaci ostat-
nich, ... -ty sloupec determinantu je kombinaci ostatnich,
tj. determinant je nulovy pro kazdé = € I.

2) Je-li determinant nulovy v ¢, pak soustava s touto matici
m4 netrividlni feseni (a1, ..., a,), a1y1(x) + - - + anyn(x) je
feSeni s nulovymi poc¢atecnimi podminkami v xq, tj. nulové,
tj. dané funkce jsou zavislé.

Poznamka. Véta neplati, pokud funkce nejsou feSenim
jedné LDR.

Nehomogenni LDR

Véta. 1) Je-li § reSeni LDR a § feSeni jeji pfidruzené ho-
mogenni rovnice, pak § + § je feSeni dané LDR.

2) Jsou-li 1,92 feSeni LDR, pak {1 — {2 je FeSeni pFidruzené
homogenni rovnice.

3) Jsou-li 41, ye FeSeni pro pravé strany fi, fo, pak 91 + 9o
je Feseni pro pravou stranu f1 + fo (princip superpozice).

Nehomogenni LDR s konstantnimi koeficienty

Hledame partikularni feseni.

1) Variace konstant:

J(z) = iy (@) + -+ + cnyn (@)
g(z) = c1(z) y1(2) + -+ - + cn(@) yn(2)
() = ca(@) yy () + -+ en(2) yp(2)
+ (@) yi() + -+ L (2) yn (2)
=0

7" (x) = c1(@) ) () + - - + calx) Y, ()
+ (@) yr () + - 4 o () v (o)
=0

(@) = er(@) " (@) + -+ enla) y (@)
+ @)y (@) -+ @)y (@)
2) Metoda odhadu pro kvazipolynomidlni pravou stranu:

Jsou-li P,Q polynomy stupné nejvyse m, (a+3j) k-ndsobny
kofen charakteristického polynomu,

f(z) = e**(P(z) cos Bz + Q(z) sin Bz ),
pak existuje partikularni feSeni ve tvaru
j(x) = zF e (I:’(ac) cos Bz + Q(z) sin Bz),

kde ]5, Q jsou polynomy stupné nejvyse m.



